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MG dau

Trong chuong trinh & bac phd thong, hoc sinh tiép can véi da thic tit bac
THCS, dén THPT chuyén. Bai toin dém sd nghiém ctia da thitc véi hé s6
thuc va khoanh viing nghiém ctia da thitc mot an hé sé thuce xuat hien hau
hét & trong cac ki thi hoc sinh gidi quoc gia, Olympic qubc té. Hién nay cac
tai lieu vé da thitc cling kha da dang va phong phid. Tuy nhién, da s6 déu kho
dé6i v6i hoc sinh méi bat dau tiép can. Vi vay toi lua chon "Dinh 1y Fourier,
Dinh Iy Sturm vé nghiém ctia da thiic va ap dung" dé nghién ctu va phuc
vu cho hoc sinh cac 16p chuyén toan pho théng. Dé khéo sat sé nghiém cia
da thitc v6i cac he s6 thuc luan van da st dung quy tac Fourier va quy tac
De Gua dém s6 lan déi dau va s6 lan on dinh dau ciia cac dau trong da thic
dé xac dinh s6 nghiém thuc va s6 nghiem &o ctia da thic da cho. Tiép theo
luan van sé trinh bay dinh Iy Budan-Fourier dé khao sat vé sé nghiém clia
da thitc trong mot khoang cho trude. Va sau dé luan van sé xét cac ham mao
rong hon st dung quy tic Budan, dinh 1y ctia Fourier dé khao sat so6 nghiém
cho ham kha vi k lan. Cubi ciing trong luan van dinh Iy Hurwitz va dinh 1y
Sturm xéac dinh s6 nghiém ciia mot da thic thuc dia vao sy phan bé dau
ctia day cac hé s6 thuc clia da thic da cho.

Luan van gom 2 chuong:

Chuong 1. Trinh bay mot s6 kién thtc lien quan dé chiing minh cho cac dinh
I¥ & chuong 2.

Chuong 2. Trinh bay mot sd quy tac, dinh 1y vé nghiém thuc ctia da thic va
mot s6 vi du ap dung cac quy tic dé xac dinh s6 nghiém cta da thic.

Luan van dugc hoan thanh tai truong Dai hoc Khoa hoc, Dai hoc Thai
Nguyeén. Toi xin bay té long biét on t6i PGS.TS. Nguyén Van Hoang, nguoi
da dinh huéng chon deé tai va tan tinh huéng dan, cho t6i nhitng nhan xét
quy bau dé toi c6 thé hoan thanh luan vin. Toi xin bay t6 long biét on chan

thanh va sau sic tdi cac thay co, nhitng ngudi da tan tam gidng day va chi



bdo toi trong sudt qua trinh hoc tap va thyc hién luan van. Cudi cuing toi
xin gui 161 cdm on t6i gia dinh, ban be, dong nghiep da dong vien, gitp d6
va tao dieu kién t6t nhat cho toi khi hoc tap v nghién ctu.

Thar Nguyén, thang 11 nam 2019

Tac gia

Nguyén Thi Tuyét Mai



Chuong 1

Kién thitc chuan bi

Chuong nay nham nhic lai mot s6 kién thitc co ban duge sit dung trong
luan van, kién thitc nay tham khao ¢ mot so tai lieu [7], [?].

1.1 So lugc vé khéng gian metric

Dinh nghia 1.1.1. (i) Cho X la mot tap hop. Mot dnh za khodng cdch d
xac dinh trén X 14 mot anh xa d : X x X — [0,00), (x,y) — d(z,y) thoa
man cac diéu kién sau v6i moi x,y,z € X: (1) d(z,y) = 0 néu va chi néu
r=y; (2) dx,y) = d(y,z); 3) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).
(il) Mot khong gian metric 1a mot cap (X, d) trong d6 X 1a tap hgp va d 1a
mot anh xa khoang cach xac dinh trén X.
Vi du 1.1.2. +) Tap s6 thuc R véi anh xa khodng cach d(x,y) = |z — y| 1a
mot khong gian metric.
+) Tap R = RU {—00, 00} cling v6i anh xa khodng cach

d(x,y) = | arctan x — arctan y|
cting 1a mot khong gian metric.
Dinh nghia 1.1.3. Cho khong gian metric (X, d).
(i) Cho diém x € X v& 86 thuc € > 0. Mot hinh cau md B(x,e) dude xac
dinh bdi

B(z,e) ={y € X | d(z,y) <e}.
(i) Mot tap con U ctua X dudce goi la tdp md néu moi x € U deéu ton tai
e > 0 sao cho B(z,e) C U. Mot tap con V ctia X duge goi 1a tap déng néu
X\ V la tap mé.



(iii) Mot lan can ctia diém x € X 1a bat ki tap con A nao ctia X thoa man
hai diéu kien: (a) z € A; (b) A chita mot cau mé B(x,¢) (véi s6 thuc e > 0
nao do).

(iv) Mot day (x,) trong khong gian metric (X, d) goi 1a hoi tu vé a € X néu
v6i moi € > 0 ton tai ng € N dé d(z,,,a) < € v6i moi n > ny.

(v) Khong gian metric (X, d) goi 1a compact néu moi day trong X déu c6

mot day con hoi tu trong X.

Vi du 1.1.4. Tap R ciing véi anh xa khoang cach d(z,y) = |arctanz —
arctan y| 1a mot khong gian metric compact.

Dinh nghia 1.1.5 (Diém gi6i han). Cho tap hgp A trong khong gian metric
(X,d) va x € X. Tanéi x 1a diém gidi han (hodc diém dinh) ctia A néu moi

lan can U clia & déu c6 giao véi A tai mot it nhat mot diem khac x.

Dinh nghia 1.1.6 (Diém co lap). Cho tap hop A trong khong gian metric
(X,d) va x € A. Tanéi z 1a diém co ldgp cia A néu ton tai lan can U ciia

ma U khong giao v6i A tai bat ki diém nao khac .

1.2 Ham lién tuc, ham kha vi

Tiép theo ta nhac lai mot s6 khai niém ctia ham lién tuc ddi véi ham sb

bién s6 thuc.

Dinh nghia 1.2.1. Cho X C R, ham s6 f : X — R va diém z7 € X. Néu
voi moi € > 0 bao gid ciing ton tai 6 > 0 sao cho véi moi x € {x € X :
|z — x| < 0} taco |f(x) — f(xo)] < e thi ta néi ham f lien tuc tai xg. Néu
f lien tuc tai moi diem = € X thi ta néi f lién tuc trén X.

Nhu vay, mot cach phat biéu tuong duong, ta thay f 1a ham so lién tuc

tai diém zo néu va chi néu lim f(z) = f(xo).
T—To

Dinh nghia 1.2.2. Cho A C R, ham s6 f : A — R goi 1a lién tuc bén
phai tai diém zp € A néu moi € > 0 ton tai & > 0 sao cho v6i moi z €
{r € A:xy <x < x9+4 0} taco|f(z)— f(zg)| < e. Tuong tu ta noi
f lién tuc beén trai tai zg € A néu v6i moi € > 0 ton tai 6 > 0 sao cho
re{reAixy—d <z <xp}tacd|f(x)— flzo)| <e.



Nhu vay ham s6 f : A — R lién tuc tai g € A khi va chi khi f lién tuc
bén phai va lién tuc bén trai tai xg.

Dinh nghia 1.2.3. Cho ham s6 f : [a,b] — R. Néu f lién tuc trén (a,b),
lien tuc bén phai tai diem a va lién tuc bén trai tai diém b thi ta noéi f lien
tuc trén doan [a, b].

Tiép theo nhic lai cdc khai niem vé ham kha vi. Xét ham s6 y = f(z)
xac dinh trong mot lan can ctia diém zy € R. Cho zp mot sb6 gia Az kha bé
sao cho xg + Az € U. Khi d6 Ay = f(xg + Ax) — f(xy) duge goi 1a s6 gia
d6i s Ax tai diem x.

Dinh nghia 1.2.4. Néu ti s6 ﬁ—i = f(IOJFAAl;*f(IO) ¢6 gi6i han httu han khi
Az — 0 thi giéi han d6 dudce goi 1a dao ham ciia ham [ déi véi x tai z¢ va

duge ki higu 1a f'(zg); ta cling no6i rang ham f kha vi tai xy. Nhu vay, ta ¢o
oy v f@o+ Ax) — f(x0)
L v

Dinh nghia 1.2.5. Cho U la tap hgp mdé trong R, f : U — R 1a mot ham
xac dinh trén U. Ham f dudc goi 1a kha vi trén U néu f kha vi tai moi diém

ciia U. Khi d6 ta cling néi ham s6 f c6 dao ham [’ trén U.
Tiép theo ta nhac lai dinh 1y gia tri trung binh cho ham kha vi.

Dinh 1y 1.2.6 (Dinh 1i Lagrange). Gia sit f 1a ham lién tuc trén doan [a, b]
va c6 dao ham tai moi diém trong khoang (a, b). Khi d6 ton tai it nhat mot
diém c € (a,b), sao cho f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).
Dinh ly 1.2.7 (Dinh 1Ii Cauchy). Gia sit f va g 1a hai ham s6 lién tuc trén
doan [a,b] vA c¢6 cac dao ham tai moi diém trong khodng (a,b), ngoai ra
g (x) # 0 véi moi x € [a,b]. Khi d6 ton tai diém ¢ € (a,b) sao cho

) - f@) 7O

g(b) —g(a)  g'(c)

Dinh 1i Lagrange la trudng hgp riéng ctia Dinh 1§ Cauchy véi g(z) = .

f(zotAz)—f(xo)

Dinh nghia 1.2.8. Néu gi6i han lim ton tai va hitu han thi

Az—0— Az
gi6i han do6 goi 1a dao ham ben trai ctia f(x) tai xg, ky hieu 1a f (zg). Néu
gi6i han Alin%) . % ton tai va hitu han thi giéi han d6 goi 1a dao ham bén phai
T—r

ciia f(x) tai o, ky hieu £, (zo).



Quy tac 1.2.9. Quy tic L'Hospital (doc 1 Lo-pi-tan) 1a mot quy téc trong
toan hoc dung dé khit cac dang vo dinh % va, 22 khi tinh giéi han va nhieu

tng dung khac. Quy tac L’'Hospital dudc phat bieu nhu sau: Néu lim % co
Tr—a
dang Y thi né c6 giéi han bing giéi han cta f,(x) néu lim f,(x) ton tai.
0 g'(z) 7—a 9' (@)

Dinh 1y 1.2.10. Gid st f va g la cac ham lién tuc trong tap |a,b] va khd vi
trong (a,b). Gid st ¢'(x) khac 0 trong (a,b), va lim, ..+ f'(z)/g'(z) la ton
tai, va lim, .+ f(x) = lim, .+ g(z) = 0. Khi do

lim /() = lim f(z)

r—at g(x) r—a™t g’(x) .

1.3 Uéc chung 16n nhat ctia hai da thic

Muc nay ta xét k la mot trudng va xét cac da thic trong vanh klx].

Dinh ly 1.3.1 (Dinh Iy phép chia va du). Cho cdc da thie f(x), g(x) € k[z]
vdi g(z) # 0. Khi dé ton tai duy nhat cap q(z),r(z) € k[z] sao cho

trong dé néu r(x) # 0 thi deg(r(z)) < deg(g(x)). Ta goi q(x) la thuong va
goi r(x) la phan du cia phép chia f(x) cho g(x).

Dinh nghia 1.3.2 (Udc ctia da thiic). Trong phép chia p(x) cho ¢(x), néu
phan du r(z) dong nhat bang 0 thi ta néi ring da thic p(z) chia hét cho da
thitc ¢(x). Nhu vay, p(z) chia hét cho g(x) néu ton tai da thic s(x) sao cho
p(x) = q(z).s(x). Trong trudng hop nay ta ciing noi ¢(x) chia hét p(z), hodc
q(x) 1a mot wdc cia p(x).

Dinh nghia 1.3.3 (Udc chung ctia hai da thiic). Néu g(x) chia hét p(z) va
g(x) chia hét g(z) thi ta néi g(x) 1a mot ude chung cta p(x) va q(z).

Pinh nghia 1.3.4 (Udc chung 16n nhat). Cho p(z) va g(z) 1a cac da thiic
khong dong thoi 1a 0. Udc chung ldn nhat cia p(x) va ¢(x) 1a da thic d(z)
thod man dong thoi cac hai dieu kien: (1) d(z) 1a mot wée chung ctia p(x)
va g(x); (2) Néu d'(x) 1a mot wée chung cia p(z) va g(x) thi d'(z) cing la
uée cia d(x).



Chi y 1.3.5 (Thuat toan Euclide). Cho cac da thiic fy, fi € k[x] v6i f1 # 0.
Dat fo 1a phan du khi chia fy cho f1, va tiép tuc bang quy nap, ta dat fi;q
la phan du khi chia f; 1 cho f; (néu f; # 0).

Ro rang 1a day fo, f1,..., fi,... (d&y nay goi 1a day cdac phan du da thic
ciia fo, f1) 1a httu han, vi néu trai lai thi moi f; # 0 nén ta c6 day gidm vo

han cac s6 tu nhién

deg(f1) > deg(f2) > ... > deg(f;) > ...

diéu nay 1a khong xay ra. Lay d(z) 1a phan du f, cudi cung khac khong, va
cha y rang r < min{deg(fy),deg(f1)}. Khi d6 d(x) chinh la wéc chung l6n
nhat ctia fo va fi.



